
Teoria miary i caÃlki
SPPI IIr. semestr zimowy 2006/7

LISTA 10

13/11/06

Zadanie 1
Wykazać, że jeśli f ≥ g ≥ 0 sa̧ funkcjami mierzalnymi, to

∫
f dµ ≥

∫
g dµ.

Zadanie 2
Udowodnij, że jeśli E jest zbiorem mierzalnym, a f funkcja̧ mierzalna̧ nieujemna̧
ograniczona̧ przez staÃla̧ A, to

∫

E

f dµ ≤ Aµ(E),

(gdzie
∫

E
f dµ definiujemy jako

∫
1Ef dµ).

Zadanie 3
Wykazać, że jeśli f i g sa̧ mierzalne i nieujemne oraz α ≥ 0 i β ≥ 0, to

∫
(αf + βg) dµ = α

∫
f dµ + β

∫
g dµ.

Zadanie 4
Wykazać, że jeśli zbiory E i F sa̧ mierzalne i rozÃla̧czne oraz f nieujemna i mierzalna,
to ∫

E∪F

f dµ =
∫

E

f dµ +
∫

F

f dµ.

Zadanie 5
Wykazać, że jeśli µ(X) < ∞, fn i f sa̧ nieujemne i fn da̧ża̧ do f jednostajnie na
X, to ∫

fn dµ →
∫

f dµ.

Zadanie 6
Wykazać, że jeśli µ(X) < ∞, fn i f sa̧ nieujemne i ograniczone przez wspólna̧ staÃla̧
M oraz fn da̧ża̧ do f wedÃlug miary, to

∫
fn dµ →

∫
f dµ.



Zadanie 7
Podać przykÃlady, że zaÃlożenie µ(X) < ∞ w dwóch zadaniach poprzednich oraz
zaÃlożenie wspólnej ograniczoności w zadaniu 6 sa̧ istotne.

Zadanie 8
Udowodnij, że jeśli f jest funkcja̧ rzeczywista̧ nieujemna̧ i mierzalna̧, to

µf (E) :=
∫

E

f dµ

jest miara̧ na Σ.
Wskazówka: To zadanie wymaga Tw. Lebesgue’a.

Zadanie 9
Rozważmy funkcjȩ f : R → R, f = 1Q (funkcja charakterystyczna zbioru liczb
wymiernych). Wiadomo, że funkcja ta nie jest caÃlkowalna w sensie Riemanna i
caÃlka oznaczona ∫ 1

0

f(x) dx

nie jest określona. Ile wynosi caÃlka Lebesgue’a
∫

[0,1]

f dλ ?


